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Teoria

» Es un tipo de ecuacién diferencial lineal de orden n con
coeficientes variables.
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Teoria

» Ecuacion de Euler no homogénea

t"%((£) 4+ bp_1 t" XV () - by (£) + box(t) = g(t).
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Teoria

» Ecuacion de Euler no homogénea
£ () + by " XTI (£) -4 btxX () + box(2) = g(2)-

» Sit# 0, la ecuacién se escribe como

) + 00 s P + ey = £
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Teoria

» Sit >0, se hace el cambio de variable t = e“, 6 u=Int.
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Teoria

» Sit >0, se hace el cambio de variable t = e“, 6 u=Int.

>
du 1

dr ¢
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Teoria

» Sit >0, se hace el cambio de variable t = e“, 6 u=Int.

g d 1
v_1_
dt —t C
> Sis=s(u)=x(e"):
s'(u) = x'(e)e
s”(u) — X//(eu)eZU +x’(e“)e” — X//(eu)eZU —I-s/(u)
6 equivalentemente
X(t) = X(e¥)=s(u)e "

X
<
—~
~
N—r
I

X(e) = (5" (u) — /()
X///(t) — X///(eu) — (S///(u) _ 35//(u) + 25/(u))e—3u'
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Teoria

» Sit >0, se hace el cambio de variable t = e“, 6 u=Int.

g d 1
v_1_
dt —t C
> Sis=s(u)=x(e"):
s'(u) = x'(e)e
s”(u) — X//(eu)eZU +x’(e“)e” — X//(eu)eZU —I-s/(u)
6 equivalentemente
X(t) = X(e¥)=s(u)e "

X(6) = x(e%) = (s"(u) 5 (u))e
X///(t) — X///(eu) — (S///(u) _ 35//(u) + 25/(u))e—3u'

» En general:

k
xW(t) = e O ausV(u), con aj €R.
j=1
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Teoria

» Sustituyendo x(¥)(t) = e_k“(z:j-(:1 ajx sU)(u)) en

"X () + bp_ 1 t" XD () 4+ 4 by X (t) + box(t) = g(t)
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Teoria

» Sustituyendo x(¥)(t) = _k“(zjlle ajx sU)(u)) en

"X () + bp_ 1 t" XD () 4+ 4 by X (t) + box(t) = g(t)
» Resulta

(ZJ 1 0jn 5O () + (2751 @n-150 (1)) bo-1+
+(s"(v) = '(v)) bz + §'(u) b1 + s(u)bo = g(e").
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Teoria

» Sustituyendo x(¥)(t) = _k“(zjlle ajx sU)(u)) en

"X () + bp_ 1 t" XD () 4+ 4 by X (t) + box(t) = g(t)
» Resulta

(ZJ 1 0jn 5O () + (2751 @n-150 (1)) bo-1+
+(s"(v) = '(v)) bz + §'(u) b1 + s(u)bo = g(e").

» Es una ecuacién diferencial lineal de orden n con coeficientes
constantes.
Si g(t) = 0 es homogénea.
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Teoria

Independencia lineal de las soluciones

» Si {s1(v),...,sn(u)} son soluciones de la ecuacién
homogénea, entonces x;(t) = x;(e"t) = s;(u) son soluciones
de la ecuacién de Euler homogénea.
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Teoria

Independencia lineal de las soluciones

» Si {s1(v),...,sn(u)} son soluciones de la ecuacién
homogénea, entonces x;(t) = x;(e"t) = s;(u) son soluciones
de la ecuacién de Euler homogénea.

» Si{si(v),...,sn(u)} son linealmente independientes, entonces
{x1(t),...,xn(t)} también lo son. En efecto: Sean v; € R,

ny,-x,-(t) =0 < Z’y,-x,-(e”) =0 < ny,-s,-(u) =0.

i=1 i=1

Como los sj(u) son L.I. entonces 7j =0 paraj=1,...,n.
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Teoria

Observacidn

Si se quiere resolver la ecuacién de Euler

by

xM(t) + b”—:x(”—l)(t) 4o —X(t) +

2L () + 2x() = £

P tn

para t < 0, se debe hacer el cambio de variable:
u

t=—e".

Y se procede de manera similar.

V. Sirvent — MA2115 La Ecuacién de Euler



Ejemplol
Ejemplos Ejemplo2

» Resolver t2x” + tx’ +4x =0, con t > 0.
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Ejemplol
Ejemplos Ejemplo2

» Resolver t2x” + tx’ +4x =0, con t > 0.

» Haciendo el cambio de variable t = e 6 u = Int, se tiene
x'(e¥) = s'(u)e "y x"(e) = (s"(u) — s'(u))e 2.
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Ejemplol
Ejemplos Ejemplo2

» Resolver t°x” + tx’ +4x =0, con t > 0.

» Haciendo el cambio de variable t = e 6 u = Int, se tiene
x'(e¥) = s'(u)e " y x"(e") = (s"(u) — s'(u))e2".

» Sustituyendo en la ecuacién nos queda: (s” —s')+s' +4s=10
6s"+4s=0.
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Ejemplol
Ejemplos Ejemplo2

> Resolver t2x” + tx' +4x =0, con t > 0.

» Haciendo el cambio de variable t = e 6 u = Int, se tiene
x'(e¥) = s'(u)e " y x"(e") = (s"(u) — s'(u))e2".

» Sustituyendo en la ecuacién nos queda: (s” —s')+s' +4s=10
6s"+4s=0.

> Resolviendo la ecuacién homogénea: p(A\) = A\? + 4. P.L.t.
s(u) = ¢ cos(2u) + ¢ sen(2u).
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Ejemplol
Ejemplos Ejemplo2

> Resolver t2x” + tx' +4x =0, con t > 0.

» Haciendo el cambio de variable t = e 6 u = Int, se tiene
x'(e¥) = s'(u)e " y x"(e") = (s"(u) — s'(u))e2".

» Sustituyendo en la ecuacién nos queda: (s” —s')+s' +4s=10
6s"+4s=0.

> Resolviendo la ecuacién homogénea: p(A\) = A\? + 4. P.L.t.
s(u) = ¢ cos(2u) + ¢ sen(2u).

» Devolviendo el cambio de variable:

x(t) = x(e")

cicos(2Int) + cpsen(2Int)

= ¢ cos(Int?) + cpsen(In t2).
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Ejemplol
Ejemplos Ejemplo2

» Resolver t2x” — 3tx’ +3x =2t LYInt con las c.i.
x(1) =x'(1) = 0.
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Ejemplol
Ejemplos Ejemplo2

» Resolver t2x” — 3tx’ +3x =2t LIn t con las c.i.
x(1) =x'(1) = 0.

» Haciendo el cambio de variable t = e 6 u = Int, se tiene
x'(e¥) = s'(u)e " y x"(e") = (s"(u) — s'(u))e 2",
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Ejemplol
Ejemplos Ejemplo2

» Resolver t2x” — 3tx’ +3x =2t LIn t con las c.i.
x(1) =x'(1) = 0.

» Haciendo el cambio de variable t = e 6 u = Int, se tiene
x'(e¥) = s'(u)e ¥y x"(e) = (s"(u) — s'(u))e 2.

» Sustituyendo en la ecuacién nos queda:
(s" —s') —3s' +3s =2ue " 65" — 4s' + 3s = 2ue™".
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Ejemplol
Ejemplos Ejemplo2

> Resolver t?x” — 3tx’ +3x =2t~ 1Int con las c.i.
x(1) =x'(1) = 0.
» Haciendo el cambio de variable t = e 6 u = Int, se tiene
x'(e¥) = s'(u)e " y x"(e") = (s"(u) — s'(u))e 2",
» Sustituyendo en la ecuacién nos queda:
(s" —s') —3s' +3s =2ue " 65" — 4s' + 3s = 2ue™".
» Resolviendo la ecuacién homogénea:
p(A) = A2 —4x+3 = (A —3)(A—1).
P.lt. sp(u) = e + cre.
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Ejemplol
Ejemplos Ejemplo2

> Resolver t?x” — 3tx’ +3x =2t~ 1Int con las c.i.
x(1) =x'(1) = 0.
» Haciendo el cambio de variable t = e 6 u = Int, se tiene
x'(e¥) = s'(u)e " y x"(e") = (s"(u) — s'(u))e 2",
» Sustituyendo en la ecuacién nos queda:
(s" —s') —3s' +3s =2ue " 65" — 4s' + 3s = 2ue™".
» Resolviendo la ecuacién homogénea:
p(A) = A2 —4x+3 = (A —3)(A—1).
P.lt. sp(u) = e + cre.
» Buscamos solucién particular de la forma

sp(u) = ae™ + Bue™". Sustituyendo en la ecuacién nos
queda: « =3/8y f=1/4.
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Ejemplol

Ejemplos Ejemplo2
» La solucién general:
s(u) = sp(u)+sp(u) = c1e3” + cre¥ + %e‘” + Tue™t,
x(t) = at*+ot+g+4Int.
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Ejemplol
Ejemplos Ejemplo2

» La solucién general:

s(u) = su(u) +sp(u) = 13 + e’ + e + Lue Y,
x(t) = at’+ot+g+ Lt
» Utilizando las condiciones iniciales: x(1) = x’(1) = 0.
X'(t) =3citd + c — 8% — 4% Int+ 4%. Evaluando:
a+o+3/8 = 0
3c1 + & —3/8—1—1/4 = 0,

PLT. 1 =1/8, ¢ = —1/2.
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Ejemplol

Ejemplos Ejemplo2
» La solucién general:
s(u) = sp(u)+ sp(u) = c1e3” + et + 2V + tue,
x(t) = at’+ot+g+ Lt
» Utilizando las condiciones iniciales x(l) =x'(1)=0.
X'(t) =3citd + c — 8% — 4t2 Int+ 4t2 Evaluando:
a+o+3/8 = 0
3c1 + & —3/8—1—1/4 = 0,
PLT. q =1/8, o = —1/2.
» La solucidn es:
1 1 3
x(t)=st2—Zt+ —+ —Int
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